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概要
開成学園では毎年 1回，現役の数学者に講演していただく「数学特別セミナー」を開催しています．2018

年度は，東京大学大学院数理科学研究科の伊藤昇先生をお招きし，「結び目理論の圏論化」というテーマで
セミナーをしていただきました．このノートは，その講演の内容をまとめたものです．
なお，脚注はいずれも穂坂が付け足したものです．伊藤先生にお話していただいた内容は全て本文中に含
めています．また，このノートの文責は，誤りも含め，全て穂坂にあります．
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凡例など
• 文献の参照は，「著者名」と「出版年（西暦）」を連結したものを，角括弧 [ ]でくくって表します．参照
した文献の情報は，末尾の参考文献一覧にまとめています．

• 学術的な文脈では，人の名前に敬称をつけないことが通例です．しかし今回のセミナーでは，講演者の
伊藤先生と関わりの深い数学者が登場します．敬称がついているときは，そうした「個人的な繋がり」
が意識されています．

• 今回の講演の聴衆には，生徒だけでなく教員もいます．教員に向けたコメントは [注意]のタグを付けて
小さい字で記しています．

0 今回のセミナーの概要
オイラー数という整数で図形の形を見分けることがある．その整数の背後にある意味を見ようとすると，
我々は空間の次元であることを知って少し嬉しくなる．これは定量により形を知る例であり，局所から大域を
知る例でもある．
1984年，結び目のジョーンズ多項式というものが発見され，低次元トポロジーは，熱狂の時を迎えた．この
多項式の各係数は整数であった．しかしながら，この整数の意味を空間の次元として説明するためには，我々
は四半世紀後のホバノフホモロジーを待つことになる．21世紀はホバノフホモロジーによる激しい火のよう
な論文競争の中で幕を開けることになる．
結び目といっても結び目が入る容れ物が変わる場合は，通常個別に扱わなければいけない．ホバノフホモロ
ジーの場合もそれぞれにホモロジーは考えられ，それぞれに結び目不変量であることが証明された．ホバノフ
ホモロジーの発見から 10年ほど経った 2011年に講演者は，それぞれのホモロジーが結び目不変量であるこ
との各々の証明を統一的に与える方程式を発表した．
本講演では，それまでに至る苦闘を交えてこの講演者の結果をお話ししたい．またエピローグとしてこの方
程式が一人歩きし始め，発展する可能性と現在の様子にお話しとして触れておきたいとおもう．この講演は尽
きぬことのない若者の熱き志に贈るものである．
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1 結び目とは何か
1.1 結び目に関する定義
■結び目とその同一視 まず結び目の定義を書きます．結び目 (knot) とは，円周 S1 を空間に埋め込んだ
K : S1 ↪→ R3 のことです．ここで「埋め込み」というのは，交わりがなくすっぽり埋め込んだ，という意味で
す．ただ，交わりが無くても，結ばっていることはあるかもしれないというものです．興奮してくると英語の
“knot”の方しか板書しなくなる可能性があるので，英語の言葉遣いも認識しておいてください．
1つ物を定義したら，「同一視」の定義もしなければなりません．そこで 2つの結び目が同値であることを
定義しましょう．2つの結び目K, K ′ が同値とは，次のような F が存在することをいいます．

• F : R3 × [0, 1] → R3; (x, t) 7→ F (x, t)は連続かつ滑らか
• 各 t ∈ [0, 1]に対し，Ft : R3 → R3;x 7→ F (x, t)は同相
• F (K, 0) = K, F (K, 1) = K ′

変数が多いですが，これによって，結び目の対の片割れK がK ′ に写る様子を表します．

• tは時刻を表します．1秒でも 1分でもいいんですが，tが動くことで時計が一回りするイメージです．
• xは，3次元空間の点を表しています．

各 tに対して F に tを代入してしまうと，Ft という空間から空間への写像があります．これが同相であると
します．「同相」というのは，粘土をちぎらずに変形するような感じです．そして t = 0のとき F は K を動
かさない，つまり F (K, 0) = K で，t = 1のとき F はK を相手方のK ′ に動かします．
このイメージを表してみましょう．まず定義域の絵を描きます．

t = 0 t = 1

K K ′
[0, 1]

R3

これを何故長方形で描くのかというと，F の変数が 2 つあるから*1です．ここに現れるのは閉じた紐なの
で，紐をたどるような軸を持ちます．この左側がK で，右側にK ′ があります．時刻が t = 0から t = 1なの
で，横軸は 0から 1までです．そして「連続」というのは，この領域内をべたっと隙間無く動いていくという
ことです．
相手方には値域があります．値域がどうなっているかというと，こんな形の絡まった結び目が現れます．

*1 長方形の左右にある縦の辺は「3次元空間」を表しています．本物の R3 × [0, 1]の絵を描こうとすると次元が 4つ必要なので，や
むなく xに 1次元，tに 1次元を割り当てています．こうした「本来高次元であるものを，低次元の絵で代用する」という操作は，
数学ではしばしば見られます．
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∼

右側のチョウチョのような形をした結び目をなんとなく黒板の上に垂直に立ったつもりで眺めてみると，実は
左の結び目と同じだと気づいたりします．ですがこれを見抜くにはそれなりの訓練が要るので，この話はまた
いつかのお楽しみとしておきましょう．
何にせよ「時刻 t = 0から時刻 t = 1まで途中が隙間無く連続的に動く」というのが要請です．

■tameな結び目 ここで「滑らか」という条件は，色々なことを心配して仮定しています．結び目には実に
多様なものがあるのですが，その中でも性質のいい tameな結び目というものだけを考えたいのです．
Tameな結び目とは「折れ線表示できる結び目」と同値なものを指します．（「同値」というとまた難しい定
義を思い出さなければいけないのですが，雰囲気を先に掴みたい人は，連続的に動かしていって折れ線に重ね
られるものだと思ってください．しっかり理解したい人は，さっきの同値の定義域と値域を理解してくださ
い．）折れ線表示の定義をしていませんが，まともに定義すると大変なので，絵を描いておきます．イメージ
でいうと「有限個の楊枝を端っこで繋いだもの」が折れ線結び目です．たとえば，次の左の折れ線結び目は右
のものに重ねられます．

∼

この折れ線では尖ったところがあるのが少し心配ですが，こういう真っ直ぐな線分を繋いで出来る区分線型
(PL; piecewise linear) なカテゴリと，右の図のような滑らかな，全部の点で微分可能な曲線というタイプの
カテゴリがあって，これらの扱い方はほとんど同じだことが知られています．これを出発点にしないと，結び
目は中々語れません．
もっと特殊な例も紹介しておきます．いま怖がっているのは，次のような結び目です．
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よじった 2本の線を 3つ並べ，右に行くにつれ段々小さくなるように，それぞれの線の左と右をつなぎま
す．これが繰り返し，無限回コマ結びされてできる結び目があります．「滑らか」という条件を外してさっき
の定義域，値域を考えてしまうと，このような結び目が容易に現れてしまいます．こういうのが tameでない
結び目で，wildと呼ばれます．ちなみに，今の例はまだ紐が結ばれてるからいいですけど，どこかで糸が切れ
ていると有限回の操作でほどけないので「ほどけている結び目とは何か」すら分からなくなってしまいます*2．
Ralph Fox先生という John Milnor先生*3の師匠にあたる人が「tameか wildか」という分類を定義した
のはずいぶん前の話*4なんですけど，wild knot theory というのはまだ構築されていない，未開拓の分野で
す．こうしたことをちゃんと論理的に捉え理論を構築すると，第一線の数学者に並ぶことができます．Wild

knotに対しては直観があまり働かないので，理論を全部整備しなければなりません．しかし，そういうのは
大事なことですので，ぜひ，トライされるとよいと思います．
結び目理論というのはこのように，いきなりよく分からないものが出てくる恐ろしいものを扱っています．
今日はそのようなものは扱わず，最初に出てきたような，有限個の楊枝を繋げたような形のものを主に念頭に
置いておきます．そうすると，直観的に分かることですが，平面に描いたときに現れる交差点が有限個しかあ
りません．これはとても楽な場合です．しかしそれでも，恐ろしいことが次々と襲いかかってきます．結び目
理論を学び始めると，どうしてもそれを考えざるを得ない状況のため，難しいの分野に足を踏み入れてしまい
ます．

1.2 結び目の正則射影図
ではどういう取り扱いをするのかというと，正則射影図なるものを使います．いままでも断りなくやってい
ましたが，「ひもの形」を平面に射影して考えると便利です．ただし空間内にある閉じた紐をべたっとガラス
板に貼り付けて平面に落とすとき，交点になってしまったところは，紐の形が見えなくなります．空間にある
結び目を，平面に形を落とさずに描きたい．だから紐の構造を上手く写し取るように絵を撮ります．
そこで，次の条件を満たす射影図を正則射影図といいます．

• 3重点を避ける
• 接点を避け，自己交差は横断的なものだけを許す（交わりが横断的*5になるようにする）

つまり自己交差している点が「片方が上，片方が下」と表せるということです*6．

*2 数学では，絡まっていない糸も「自明な結び目」と呼んで，結び目の仲間に入れます．これは数における 0のようなもので，ほど
けた後のものも仲間に入れておくと，理論がスッキリ書けるのです．
ところで「1 本の糸」を結んだものは原理的にほどけるはずですから，今の定義に照らせば「閉じていない結び目は全て自明」

となるはずです．しかし今出てきた wild knot をどこか 1 箇所でちょん切ると「無限回の絡まりがある 1 本の糸」になってしま
います．これは端っこから順に絡まりを片っ端からほどいたところで，いつまでたっても絡まりが残ってしまうので，自明な結び
目とは呼べません．

*3 John Milnor は 1962 年に Fields 賞を受賞した，20 世紀を代表する幾何学者です．『微分トポロジー講義』『モース理論』『特性
類講義』などいくつもの名著を記していて，数学専攻では知らない人がいないくらい有名な人です．

*4 [Fox–Artin1948, p. 979]
*5 要するに，我々が普段「交わる」というときに想像する図のことです．
*6 たとえば次のような絵が，想定されているダメな例です．三重点が出来ると「下にある 2本の紐の上下」が分かりませんし，接点
があると「紐が接する点で上下が入れ替わっているのかどうか」が影から判断できません．
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これを写し取ると次のように，割と簡単なパズルみたいなことが起きます．1920年代，Reidemeisterが次
のことを示しています．

定理 1 [Reidemeister1927]. K ∼ K ′ であることは，正則射影図 DK , DK′ が（今は，tame性を仮定し
ているので）有限回の 3タイプの操作 (RI), (RII), (RIII)でうつり合うことと同値である*7．

RI RII RIII

ここで点線を描いたのですが，それは「その円盤の部分だけに注目しています」という意味です．こうする
と，絵の取り替え操作でパズル的な扱いができます．ちなみに Reidemeisterは，tameであることを仮定して
論文を書いています．紐の向きを記していないのは，記すと状況が変わるからです．紐に向きがついた場合
は，途端に最先端の話になります．もちろん対応する操作は知られているのですが，最小生成系*8が次の 4つ
の局所的な操作だけで良いと示されたのはすごく最近，2010年のことです．昔なのか最近なのかよく分かり
ませんが，皆さんが生きてきた人生の半分くらい前の出来事でしょうか．

定理 2 [Polyak2010, Theorem1.1]. 向き付けられた射影図の最小生成系は以下の通り．

Ω1a Ω1b Ω2a Ω3a

([Polyak2010, Figure 5])

余談� �
ちょっとだけ無駄話をすると，私が修士論文を書いたとき，上下の情報がない射影図の生成系をあれこ
れ計算していました．論文は雑誌に載るまでレフェリーという審判員がおかれているものです．レフェ
リーに生成系が足りていることを説明するためにそれなりの努力をしたのです．しかしそれは「分かった
からもういいや」と論文には最終的に入りませんでした．レフェリーに「これはどうなんだ」と聞かれる
ごとに証明をつけて答えていましたら，既に論文が 40ページを超えて長くなっていたのです．ある意味
仕方がないことでした．
ところで私が海外でお世話になった Viro先生が，定理 2の Polyak先生に「結び目の向きがついたと
きに，生成系として何が最小かが整理されていないじゃないか」という意味合いの問題を出したようで
す．これは上下がついた難しいバージョンです．
私が修士論文を書いたのは 2006年あたりのことで，その後 2010年に Polyak先生が問題を解決され，
結び目の射影図の生成系について研究が進展したというのは感慨深いことです．� �
*7 Reidemeisterの原論文 [Reidemeister1927]では，操作 RIと RIIの番号付けが現代と逆になっています．
*8 生成系というのは「これらの操作があれば十分」という組合せのことです．それに加え最小生成系というのは，「生成系はこれ以上
減らせない」というものを表します．
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2 Jones多項式の導出
ここまでで結び目がどういうのものなのかが整理され，皆さんは大分慣れてきたのではないでしょうか．
やっと，Jones多項式というものの話をしていこうと思います．

2.1 分配関数の考え方
■統計力学の話題から ちょっと唐突な話ですが，2次元格子を考えます．

なんで 2次元平面を考えなきゃいけないかという話をします．1984年の前までは，3次元空間の物を扱っ
ていました．空間内の紐に対して一生懸命，外側の空間がどれくらいぐしゃぐしゃなのかを縄をかけて調べて
いました．
[注意] 先生方に向けて言うと，ここでは基本群を考えているというわけです．

∞

正則射影図という概念が入ったら，これが今度は「2次元平面の上に描かれた絵の複雑さを捉える」という
話になったわけです．でも急には比べられないからどうすればよいかというと「規則的に交差点を描いておく
と複雑さ度合いが測られる」と考えるわけです．
たとえば，2次元格子に規則的に紐が乗って，よじれている様子を思い浮かべます．
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本来はこの格子上に水素原子や酸素原子というのを描いて，そこの状態に 6つのパターンがあるとかいう話
をしなきゃいけないんです*9．けど，きっとそれは物理の先生がやってくださってる，やってるに違いないと
思いますので，ここでは省略します*10．今は数学ですので，背景の物理のことは忘れて，絵と式を描いてみ
ましょう．
温度から決まる関数 Z(T )というのがあって，温度 T でエネルギー E(s)の状態 sが実現する確率分布は

p(s) =
1

Z(T )
exp
(
−E(s)

kT

)
で与えられます（expというのは説明していませんが，ある関数です）．kというのは定数です．名前があるの
で後で調べられるよう，Boltzmann定数という紹介をしておきます．欲しいのはこの Z(T )で，分配関数と
呼ばれています*11．いま p(s)を「確率」だといっているので，それぞれの格子点上のありとあらゆる状態を
考えて全ての確率を足し合わせると，和は 1になります．だからここから

Z(T ) =
∑
s

exp
(
−E(s)

kT

)
と書けます．積分の形で書くのが本来の形ですが，ここでは有限通りなので有限和∑で表しておきます．

*9 原子レベルで物性を調べるとき，このように「格子の上に原子が乗っていて，それらの個々の相互作用が全体的な振る舞いに寄与
する」という設定で理論を構築することは非常によくあります．もっとも簡単なのは Ising模型という，磁性体の模型です．この
模型では，格子状に並んだ磁石が熱で揺らぎながらが上下にクルクル動き回ります．次の図に 1次元 Ising模型の雰囲気を示しま
す．ちゃんと磁石を並べるなら左の図になりますが，しばしば右図のように磁石の向きを ↑, ↓で略記します．

この模型では磁石の向きが揃った方が安定なのですが，温度が上がるほど熱による揺らぎが増えるため，磁性が弱まります．こ
の挙動を調べるためには「各点の状態が全体にどう寄与するか」を調べる必要があるというわけです．
さて講義中に登場した「6つのパターンがある」という話は，6-vertex模型（あるいは ice-type模型）と呼ばれる，別の有名な

模型を指しています．これは，格子の点に水 H2Oの水素原子，辺に酸素原子を配置するような模型です．頂点を基準にして状態
を考えると 6通りの状態が取れるので，6-vertexと呼ばれています．
講義中では，簡単な Ising模型ではなく 6-vertex模型が現れました．これには「結び目の分配関数を想像するのに都合がよい」

という理由があります．6-vertex模型では水素結合が引き合う向きを格子の辺に乗せるわけですが，それに対応して「左向きと下
向きの線を太く表す」という方法で別の図を描くと，模型の性質を調べるのに大変役立つのです．対応を以下に記します．

1 2 3 4 5 6

Jones多項式の導出では「交点を状態に置き換える」という考え方が突飛なようにも見えますが，こうした 6-vertex模型を踏ま
えると自然に思うことができます．たとえば R. J. Baxter, Exactly Solved Models in Statistical Mechanics, Dover (2013)

などに詳しい説明があります．
*10 中学校・高等学校の授業で統計力学を扱うケースは，あまり多くないと思われます．
*11 格子模型では，物理で大事とされる色々な量が，ほとんど分配関数の計算から導かれることが経験的に知られています．だから分
配関数を求めるというのは，基本的なモチベーションなのです．
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そしてエネルギー状態というものが，粒子 1つ 1つのある状態を足し上げたものであることが知られている
わけです*12．expをちょっと書き換えておいて，ある重みの足し上げ*13というようにしておきます．

exp
(
−E(s)

kT

)
=

∏
c : 格子点

wc(s)

cは格子点で，格子点毎にある数をかけて足し合わせる，そういったものを考えます．ここのところの wc(s)

を Boltzmannウェイトといいます．
気分としては，良い分配関数の理論を紐に当てはめれば，紐の様子が調べられるのではないか．結論は，良
い分配関数を見つけよ！という問題になります．このような形で，Jones多項式というものがふっと現れてく
るのです．

■Jones 多項式の導出に向けて 結び目というものの複雑さを理解する 1 つのポイントは，物理的な背景が
あったということです．紐が上下でクロスした点の状態を，分子の状態になぞらえます．今は 2通りくらいに
話を単純化して，紐の交差点の状態が状態 1とか状態 2だとします．これはミクロな情報です．

1 2

そして，たとえば三葉結び目のように 3つ交差点があると 23 = 8通りの状態が出てきます．ちょっと多く
て困るので，全部描かずに代表的なものを描きます．

−→

いま交差点だったところをマークすると，どの場所も状態 1か状態 2の 2パターンです．これがマクロな情
報です．

*12 この事実は「Boltzmannの原理」と呼ばれています．
*13

∏は∑の掛け算バージョンです．そしてここに出てくる式は掛け算ですが，指数関数の掛け算は指数の足し算に直せるので，肩
を見て「足し上げ」と呼んでいます．
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2.2 歴史を振り返る
分配関数の導入は，結び目理論という物が大きく変わったところです．ちょっと，これまでの歴史を振り
返ってみましょう．
1970年代に遡りますと，紐の外側の空間だけ調べるといった形で結び目を調べていました．xyz 空間の中
に紐があって，紐に沿ってトンネルを掘って，その外側を考える．その外側がどういうものかというのを，紐
をターザンのように引っかけたりしたりということをして，どこらへんにどういうものがあるのかを調べてい
ました（ジェネレーションギャップがあるから伝わらないかもしれませんが…）*14．

∞

この絵をちょっと右から見ると，Möbiusの帯*15を含んでいるように見えちゃったりします．そこでこう変形
をして，Möbiusの帯を含まない形に持って行きます．これは実は同値というように変形ができます．

表

裏

表

∼

こうした Möbius の帯が最小どれくらい入るかカウントした数を crosscap といいます．crosscap というも
のがあって，紐の交差点が上下上下というようになっている，そういった結び目は割と広いクラスなのです．
ちなみに話す予定じゃなかったんですが，宣伝の意味も込めて，せっかくだから話そうと思います．crosscap

1という結び目は 1978年に分類された*16のですが，先月 crosscap 2の交代結び目を，僕ともう一人，中学校
の先生との共同研究で決定しました*17．crosscap 1の決定から 40年間あいています．crosscap 3の結び目も
実は密かに決めつつあるんですけど，それには空白がまだ半分くらいあって，データベースが完成していませ
ん．割と hotなものにしていきたいと思います*18．
また，この結び目の絵はトーラスにいくつか穴を空けたものと同相で，この穴の最小数も昔から評価されて
いました．こちらは非常に由緒正しく，昔からたくさん研究されてきました．こういったものを一生懸命評価
したり調べたりというのが 1970年代の話です．その際使う道具が，Alexander多項式という道具です．1920

*14 「ターザン」は，1999年に公開されたディズニー映画です．
*15 細長い紙を 1回ひねって貼り合わせてできる図形です．向き付け不可能な曲面の中で，最も基本的なものです．
*16 [Clark1978, Proposition 2.2]
*17 [Ito–Takimura2018]
*18 このセミナーの後 2019年 3月になって，講演者の伊藤先生により任意の自然数 nに対して crosscap nの交代結び目が決定され
たそうです（Noboru Ito and Yusuke Takimura, A lower bound of crosscap numbers of alternating knots, Journal of

Knot Theory and Its Ramifications, accepted 2019/11/22）．
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年代に Alexanderというすごく偉い先生が，ある多項式を結び目射影図から計算して出したという話があり
ます*19．90年ほど前の話です．気分としては，点∞が xyz 空間の中に 1個ありますから，縄をかけて調べ
ていったという発想と基本的には同じです．
1984年というと，色々なことがあった年だと伺っています．さっき言ったように，いきなり「平面的な絵
を考えよう」ということになりました．平面的な物に，ウェイトという物を置いて調べていました．さっきは
格子点の上に状態を規則的に並べたのですが，今回は違うバリエーションがたくさん出てきます．状態もいっ
ぱい出てきます．また，今度は「出力」を考えます．さっきの図で描いた紐は閉じてないんです．そこで閉じ
るという操作を登場させて考えていきます．どういった形にするかというと，この絵に対して，閉じた紐を考
えてしまいます．

ここで鋭い方は「さっきまで 1つの紐の話をしていたのに今度は複数の紐が出てきてるじゃないか」と思う
かもしれません．それはその通りで，紐が 1本だけからなる結び目は，有限本の紐が自由に絡まった絡み目と
いう概念に拡張されます．そうすると，紐を閉じることができます．そして紐を閉じるということは，行列を
習っている人からすると実は「トレースを取る」という操作に対応します．このことを後で説明します．
そして「まだあなたは圏論化の話をしないじゃないか」と言われるかもしれませんが，2000年代になった
ら，さらに色々話が拡張されていきます．状態 Iとか IIとかがあったら，それを繋ぐ曲面みたいなのが考えら
れます．こう，乗っかれるようなものです．

状態 1

状態 2

絡み目の絵でトレースを取って出てきたのが Jones多項式という 1変数の多項式で，曲面の絵で変数を qと
かすると，もっと広がりのあるものが出てます．これが Khovanovホモロジーというものです．

*19 [Alexander1928]
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2.3 Jones多項式の導出
■行列として見る ではトレースを見るために，さっき wc と書いた，交点毎に決まるウェイトというものの
決め方というのを見ていきましょう．そのために，全てを行列で見ましょう．
xy 平面上の話をします．これは 2次元空間というものです．これに今まで 30cm定規のようなもので目盛
りを入れて考えていたのですが，もうちょっと自由に空間というものを考えていいんじゃないかと思うわけで
す．「ブタとキリン」みたいに，2つの記号なら何でもいいんです*20けど，ここでは 0 ↓，1 ↑といったものか
らなる 2次元空間を考えます．
交点 の状態を，行列の成分として書き切ります．四角の中に端っこが 4つあるものを考えます．ある
交点の近傍に円盤を，複数交点が入らないように取れたら，そこの周りの 0 ↓と 1 ↑のパターンからその中身
を得ようという考え方です．交点が現れないよう線を引いて，しかも向きが整合的になるよう矢印を繋ごうと
思うと，たとえば全部 0のものの中に何が入って欲しいでしょうか．

0 0

0 0

左上の 0 ↓ から出た線をバックして右上の 0 ↓ に繋げるわけにはいきませんから，縦に繋げるしかありませ
ん．0101のケースはターンして繋ぐこともできますが，さっきと同じく縦に繋いでみましょう．で，これを
初期状態から終わりの状態への変化だと見ます．

始状態

終状態

0 0

0 0

0 1

0 1

1 0

1 0

1 1

1 1

何も変化しませんでした．これは恒等行列と呼ばれる元と対応します．実のことをいうと「行列というからに
は，もっといっぱい元を考えなきゃいけないんじゃないか」と思うわけですが，紐のつながり方がうまくいく
ケースしか出てこないということに気をつけます．
上の行・下の行両方とも左右の向きが違うベクトルが並んだ図を繋ぐものに対応する行列は，M とします．
本当はユニタリの U にした方がいいんですが，今日は表現論の専門家はいないと仮定して話をすすめます．

0 1

0 1

0 1

1 0

1 0

0 1

1 0

1 0

*20 実際に「ブタとキリン」を使うことはほとんどないでしょうが，たとえば我々が x軸，y 軸と呼んでいるものについて，x, y とい
う名前それ自身には本質的な意味はありません．そういう意味です．
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行列という何丁目・何番地という形で書いてみます．最初から恒等行列なのでちょっと簡単なのですが，こ
ういう場所に数が入る．


00 01 10 11

00 I0000 0 0 0
01 0 I0101 0 0
10 0 0 I1010 0
11 0 0 0 I1111


ではM はどうなのでしょう？こちらは綺麗に，真ん中あたりの 4つに成分が固まり，ここのところだけ何か
数が入ります．周りは全部 0です．


00 01 10 11

00 0 0 0 0
01 0 M01

01 M01
10 0

10 0 M10
01 M10

10 0
11 0 0 0 0


下の添え字を入力したら上の添え字を出力するというルールで揃えることが一般的です（黒板では逆にしてし
まいましたが）．なんとなく，この添字 4つの 01の並びが，上の図の境界みたいなものとマッチするように書
けるわけです．で，これらに係数をかけて足し合わた式を考えたい．この式はいったい，どういうものになっ
てるのでしょうか？

■期待される性質 ブラケット（「く」の字の形の括弧）で結び目をくくったら，これが「何らかの多項式な
んですよ」とします*21．⟨ ⟩

=（何らかの多項式）

上の考察から，推理小説みたいな感じで，どんな形のものが出そうか推察しましょう．まず 1本の閉じた紐を
取り出したら δ としておきます（本当はチャージがどうだというべきなのですが）．そして次のように定まる
A, B, δ という 3つの変数を決めることにします．⟨ ⟩

= δ,
⟨ ⟩

7→ A
⟨ ⟩

+B
⟨ ⟩

すると，期待されるべき性質があります．紐として変わらないものは同じはずです．⟨ ⟩
=

⟨ ⟩
左辺については，上の紐の 2つの交点でそれぞれ横に切るか縦に切るかを考えることで展開してみると⟨ ⟩

= A2

⟨ ⟩
+AB

⟨ ⟩
+BA

⟨ ⟩
+B2

⟨ ⟩

が得られます*22．第 2項には先に細工をして，δ という円周を取り出しておきます．

*21 結び目の紐は色々動かしたりできるのですが，結び目から多項式が決まって欲しいので「同じ結び目であれば，見かけが変わって
も同じ結果が得られる」と仮定して話を進めます．

*22 上と下の交点で切断の向きが違うように見えますが，これは上側の紐の向いている方向が異なるからです．交点を分解するルール
「上側の糸に立った状態で左と前，右と後ろを接続する」に従うと，この図が得られます．
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AB

⟨ ⟩
= ABδ

⟨ ⟩
それでは，期待されるべき条件を満たすにはどうすればよいでしょうか？

• 状態を崩す順番に依存して式が変わってしまうのは避けたいなと思うので，AB = BAとします．この
結果，次の式が得られます:⟨ ⟩

=

⟨ ⟩
= (A2 +ABδ +B2)

⟨ ⟩
+BA

⟨ ⟩
.

• 左辺と右辺を比較すると，今度は BA = 1になって欲しいわけです．こう仮定すると，Aの逆元とい
うものが存在します．

• さらに，残りの 3項は消えて欲しいので，A2 + ABδ + B2 = 0とします．これを解くと，B = A−1,

δ = −A2 −A−2 となります*23．

これらはあくまで，上手くいくための十分条件です．もしこれで上手くいかなかったら「分配関数が作れな
かった」ということで，AB = BAという条件を外して考えます．
これらの式が RIIIを満たすことを先に要求してもいいです．この計算は大変ですが，これをやっても自ずと
規制が生じてきます．さっきのやり方が全てというわけではありません．
先日 LMO不変量*24という 3次元多様体の一番強い不変量の解説を聞いたんですけど，やっぱりなんか推
理する探偵みたいな感じで，全部の対称性を仮定して「大体全部の条件を課します」ということをしていま
す．今のところこういうことをしなきゃいけないのかな，と思います．とりあえず，幸運を祈って上の条件を
課します．

■半円の考察 Jones多項式が出るまであともう少しです．Jones多項式というのは 1本か 2本の式*25で（数
列みたいに）帰納的に決まる*26ものなのですが，今回はここでものすごい物わかりが悪く，「なんでこうなる
んだ」ということを必死に考えて得られる様子を記しています．こうやって「すごく物わかりが悪くなりまし
た」という見方を考察していると，その背後に「圏論化」というものが浮かび上がってくるのです．
さっき交点だけを見てきましたが，ここで δ の方をもうちょっとだけ考えましょう．δ = −A2 − A−2 の

「意味」をさらに考えます．計算上出てきたものですが，先ほど「交点が状態の和である」と考えたように，こ
の円周が「正の向き*27の円」と「負の向きの円」が足されたものだと思います*28．A2 を正の向きに，A−2 を
負の向きに対応させています．

*23 Jones「多項式」なのに A−2 が出てきますが，これは間違いではありません．Jones 多項式は狭い意味の「A の多項式」ではな
く，「Aと A−1 の多項式」として定義されるものです．こういうものには Laurent多項式という名前が付いているのですが，文
脈から明らかなときはしばしば「多項式」と省略されてしまいます．

*24 Le–Murakami–Ohtsukiの略です．
*25 講義中には表立って登場しませんでしたが，この式には「スケイン関係式」という名前がついています．
*26 ここでの決まり方は，よく見る数学的帰納法よりはもう少し複雑です．ただいずれにせよ，難しいものを簡単な物に帰着させてい
くという点は同じです．

*27 反時計回りが正の向きです．
*28 これは論理的な帰結ではありません．式と図を見比べて「こう考えたら上手くいくのではないか」という仮説を立てて，推論を進
めているのです（もちろん現在では，これで上手くいくことが分かってはいるのですが）．
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⟨ ⟩
= −A2 −A−2

0 1 1 0

こうすると，左右どちらの円も「何かの 1
2 乗が 2つかかった」と思えば，図形として「半回転していると

ころ」という幾何的な意味合いを捉えられそうです．だから先ほどの「Boltzmannウェイトを掛け合わせま
しょう」という精神に従い， 1

2 乗が 2つあって −A2 = (−A2)1/2(−A2)1/2 なのだと考えます．ただそうする
と −1の 1

2 乗が出てきます．もしかしたらこれは勉強していない人がいるかもしれないし，数学の人も「なん
かやだな」と思ったりします*29．なので，こういったものを定数倍していじろうとするわけです．今は上半
円の左回りを A, 右回りを −A−1 というコンビネーションにします．それから，下で閉じる方の縦ベクトルも
書いておきます*30．さっきの横ベクトルとつじつまが合うよう上から順に −A, A−1 とします（なお，マイナ
スの付け方は好みの問題です．虚数が出るようにしても大丈夫で，

√
−1が出る形にしても Jones多項式が出

てきます．今は
√
−1を避けたいので，こういう符号の付け方にしました）．つまり

( 00 01 10 11

0 A −A−1 0
)
×


00 0
01 −A
10 A−1

11 0

 = −A2 −A−2

です．0 ↓と 0 ↓同士，1 ↑, 1 ↑同士の組合せを繋ぐ円周はないですから，両端の成分は 0です．こういった
形にすると，やっと分配関数っぽく，Jones多項式というものが現れます．次の分配関数が大体 Jones多項式
です．

⟨D⟩ =
∑
s

∏
c

wt
(
Ec(s)

)
ここで weightというものが何かということをもう少し考えなければいけません．これは上の I とM で決
まっているとしてください．1つだけ例をやっておきましょう．たとえば交点を上下に解消すると，後ろの状
態には A−1 がかかります．⟨ ⟩

7→ A
⟨ ⟩

+A−1
⟨ ⟩

*29 複素数を使ってダメなわけではないですが，係数の範囲を一旦制限しておくと，後で係数を拡大するバリエーションが色々増えた
りします．

*30 ここで，数が縦ベクトルと横ベクトルに分かれているのは，行列と思っているからです．「結び目の図式を行列と思う」という考え
方に立つと，輪っかの上半分と下半分をくっつける操作が行列の掛け算に対応して欲しい気がします．そして「輪っかの切り口 1

箇所につき 1個のベクトル」が並ぶと思うと，輪っかのてっぺんや下の端には「0個のベクトル」，つまり数が並ぶのが自然です．
テンソル積の言葉で書くと，さっきの行列 I, M は C2 ⊗ C2 → C2 ⊗ C2 という写像だと思っています．そして円の上半分が

「0個のテンソル積から C2 ⊗C2 への写像」と思うと，この図式は C = C⊗0 から C2 ⊗C2 への写像と考えるのが自然です．同様
に，円の下半分は C2 ⊗ C2 から Cへの写像となるはずです．そうすると，1つの数（スカラー）を横ベクトルと縦ベクトルの積
にすることが自然に見えます．
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状態というからには，もう少し細かくしましょう．最初 2つしかなかったんですけど，さらに場合分けを入れ
01とか 10をつけてしまいます．

⇝
1 0

0 1

そうするとこの上が−A, 下が−A−1 となります．これを全部掛け合わせたものが，交点に対する Boltzmann

ウェイトM01
10 というものになります．これと元の係数 A−1 をかけて，結局 A−1 が残ります．したがって，1

つ 1つの交点に対して「状態」というものを決めてたわけですが，もう少し細かく見られることが分かります．
行列論として幾何学を行列で扱う表現論というものを深く掘り下げていくと，01 だけでなくて 012 とか

0123とかでもよい．そうすると Jones多項式に代わる colored Jones多項式とかが出てくる．でも今日の
ところは 01だけに抑えておいて，オリジナルの Jones多項式が出るようにします．

■Reidemeister I不変性 実はこれ，調整をしないと最初の type I*31で不変になっていません．type I不変に
なるように，少し調整します．ブラケットを計算すればよいことなのですが，ちょっと飛ばしてしまって

J(D) = (−A3)−w⟨D⟩

とします．ある絵から与えられる D というものから，こういった Jones多項式というものが定まります．こ
の w というのは，今までの分配関数に対するのと同じものです．局所的に見て向きを付け，正の交点の数か
ら負の交点の数を引いたものです．さっきまで D に向きを付けていなかったんですが，向きを付けてこれを
調整します．すると向きを外して考えたときに type Iのブラケットを計算すると，この調整が必要だと分か
ります．
こうして定めた J(D)が Jones多項式です．

■Jones多項式の性質 Jones多項式がどういう性質を満たすかも紹介します．K を向きがついている結び目
として，DK をその正則射影図とします．このときに J(DK)は，DK の取り方に依らない，つまりさっきの
type Iとか IIとか IIIの変形に依らず決まることが知られています．Jonesの定理と言うべきものでしょうか．
このような分配関数の見方が，物理的にはかなり条件をきつくしています．数学的に行列論として定式化を
したのは Reshetikin–Turaevで，それから Kirillovも仕事をしています．こうした形でいまの 01というラベ
ルを振ったり交点の壊し方を考えたとき，分配関数の見方というのが圏論化というものに繋がってくる．これ
が後半でやることになります．
色々いうと，Jones多項式は解析学から出てきた*32とか言わなきゃいけないんですが，そういったお話は先
生方に譲ります．

*31 結び目に対する変形といえば，ほぼ確実に Reidemeister変形です．特に断りなく type I, II, IIIが出てきたら，それぞれ RI, RII,

RIIIのことだと思ってください．
*32 結び目理論と統計力学の関係を見いだしたことで 1990年に Fields賞を受賞した V. F. R. Jonesは，作用素環論という分野の専
門家です．
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3 Jones多項式の圏論化
3.1 状態の細分化
今度は圏論化というものを使って，Jones多項式 J(DK)を詳しく見てパワーアップさせよう！と考えます．
このモチベーションというのはあらゆる分野から感じることができるんですが，詳しい話はやめておきます．
今は単に「結び目を捉える関数があって，それを分類研究によってパワーアップさせるのが一つのモチベー
ションだ」ということにしておきます．
先ほどの計算の細かいところを，じっくり眺めていきましょう．先ほどまで 1本の紐からなる結び目を考え
ていたのですが，ここからは紐が 2本の絡み目というものも考えることにします．実は絡み目に対しても，同
じ計算ができます．⟨ ⟩

= A2

⟨ ⟩
+

⟨ ⟩
+

⟨ ⟩
+A−2

⟨ ⟩
この初項をどう見ていたかというと，先ほどやったように δ2，つまり (−A2 − A−2)2 となります．ここの 2

つの円周を詳しく見ていきます．
[注意] オリジナルの Jones多項式を既に勉強した人からは「δ が 1個少ないんじゃないの」という指摘があるかもしれま
せん．それは正規化の違い，すなわちほどけた結び目を 1 と思うか δ と思うかの違いです．実は圏論化を考えるときに，
どうしても空ダイアグラムのとき，つまり ⟨ ⟩の間に何も入らないときに δ−1 が出るのが嫌なんです．空のブラケットの
値を ⟨ ⟩ = 1としましょう．

さっきと同様に，それぞれの円周に向きを付け考えます．この 4 つが何に対応するかというと，A4, 1, 1,

A−4 のはずです．すると各項が，(−A2)が「何回転したか」という数だけかかっているように見えませんか？

A4 + 1 + 1 + A−4

すると元々 δ = −A2−A−2の何乗かをひとかたまりで見ていたんですが，もう少し細かく「δn = (−A2−A−2)n

を展開した後に，個々の単項式に対応する図を考えよう」と思い直されるわけです．そう思い直して Jones多
項式を変形していきましょう．
まず Jones 多項式の計算では，射影図の中の交点を上向きか横向きかに解消するのでした．s という記号
で，2種類の状態 1, 2という 2パターンのどちらかを指すものとします．

1 2

そして，解消された後それぞれの弧に向きをつけ，さらに細かく見ることにします．だから，これまでの状態
に加え，もう一つ細分化された状態というのが出てきます．英語では enhanced state と書かれるものです．
これを表す訳語に気の利いたものがないので何とも言えないのですが，「一般に拡張された状態」とか書くと
ますます分からなくなってしまいます．そこで「細かく見ているんだ」という気持ちを踏まえて，細分化され
た状態という訳語をひとまず使っておきます．
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さて新しい記号を導入します．

• σ(s)は，各交点に対して横向きの解消の数から上向きの解消の数を引いたものです．
• |s|は，状態 sに現れる円周の個数だとします．

そして今度は (−A2 − A−2)|s| を二項展開したものを，細分化された状態で考えます．ここで，各項を展開
していくと同じ次数の項がたくさん現れるのですが，細分化された状態に関して和を取ることにすると，二項
係数は全部∑に吸収されます*33．

J(D) =
∑
s

(−A3)−w(s)Aσ(s)(−A2 −A−2)|s| =
∑
S

(−A3)−w(S)Aσ(S)(−1)|S|A−2τ(S)

ここで τ(S)を，正の向きの円周の数から負の向きの円周の数を引いたものと定義します．この τ(s)と円周
の個数は，mod 2で合同になります*34．そのため

J(D) =
∑
S

(−A3)−w(S)Aσ(S)(−1)|S|A−2τ(S) =
∑
S

(−A3)−w(S)Aσ(S)(−1)τ(S)A−2τ(S)

となります．(−2)乗の 2の符号がそのまま生きるように τ(s)を決めています．選び方によっては A−2τ では
なく A2τ にしてもいいんですが，そうすると後ろの方で，ホモロジーという概念がコホモロジーになったりす
るとかいうのが逆になって，数学者的に嫌だなあと思うところがあるので，このようにしています．人によっ
ては，円周の向きの代わりに +とか −とかいうラベルを書いておくと，分かりやすいかもしれません．
ちょっと非自明な変形をします．実は Aというのが，いわゆる「量子化」と呼ばれる概念に使われるパラ
メータ q = A−2 とちょっとだけ違うものですから，q に合うように変形をしておきます．

J(D) =
∑
S

(−1)−w+τ(s)A−3w+σ−2τ =
∑
S

(−1)−w+τ(s)(A−2)w+(w−σ)/2+τ

=
∑
S

(−1)−w+τ+w+(w−σ)/2+τ (−A−2)w+(w−σ)/2+τ =
∑
S

(−1)(w−σ)/2(−A−2)w+(w−σ)/2+τ

何故こうなるかというと (−1)2τ が消えてしまうからです．それから細かいことを言うと，この −wが +wに
なってもいいです．通分したときに 3w − σ + 2τ というのが見えれば，この変形ができたことになります．
最後にこの式変形から，

J(D) =
∑
S

(−1)i(S)qj(S) (q = −A2)

として，幾何的な形から決まる量 i(S), j(S)を決めます．すなわち

• i(S)は，w(S)を用いて i(S) =
w(D)− σ(S)

2
と定義されます．

• j(S)は j(S) = w(D) + i(S) + τ(S)と書いてもいいですし，同じ事ですが 2w(D)− σ(S) + 2τ(S)

2
と

いうように iに依存しない形で定義してもいいです．好みが分かれます．

Jones多項式というのは実は，状態を細かく見ていったものから何かしらこの iとか j とかいう数を使って項
を作り，それを全部足し上げて決めて，さらにここに −1が入って交代和*35になったものと思えます．

*33 さっきの δ2 = (−A2 − A−2)2 を展開する例を思い出してください．細分化する前の状態に関する和だと δ2 にしかなりません
が，これを展開して A4 + 1 + 1 +A−4 と書くと，細分化された状態に関する 4項の和に見えるのでした．

*34 正の向き，負の向きの円周の個数をそれぞれ τ+, τ− とすると，τ(s) = τ+− τ− = (τ++ τ−)−2τ− = |s|−2τ− ≡ |s| (mod 2)

です．
*35 +の項と −の項が交互に現れる式のことです．
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q は由緒正しい量で，Planck定数の 0になる極限で 1になるもの*36として設定されるので，物理的なもの
です．他は数学です．

■質問 1つのダイアグラムに対して，iや j というのは直感的に説明できるものなんですか？
——僕は，直感的には分からないかなあと思います．たとえば三葉結び目に対して iや j の最大値がどの
ようになるかは，全く非自明です．ダイアグラムを見てぱっと分かる量ではなく，この式変形から出てく
るものです．それを分かりやすく「ホモロジーというものを変形しましょう」としたものはあって，それ
は見るとすぐ分かります．種数というもので書かれます．

3.2 Khovanovホモロジー
■Abel群 ここまで来ると，いよいよベクトル空間というものを知っていることにしなければなりません．そ
んなに恐ろしいものではないんですが（書くと恐ろしいんですけど）全く怖くありません．今日は，1+ 1 = 0

となる世界なのでちょっと怖い感じがするんですが，この方が後で出てくる話が簡単になるので，そうしてい
ます．
集合 S が Abel群ということを定義しておきます．S が Abel群とは，まず S に足し算の構造が入ってい
て，次を満たすことです．

(1) S + T = T + S 足し算が交換する．
(2) (S + T ) + U = S + (T + U) 足し算の仕方の順番は変えても良い．
(3) 0 + S = S = S + 0 0という元が存在して，どんな物と足しても結果が変わらない．
(4) S + (−S) = 0 任意の元 S に対し逆元 −S が存在し，S + (−S) = 0となる．

今回はしかもすごく簡単で，2つ足したら 0と決めてしまいましょうというわけです．この意味を説明して
おきます．長方形みたいな図形があったとき，分割したいときがあります．辺にラベルが貼ってあったとしま
しょう．

a

d

b ce e

一方これに対して分割をしなかったときのシートがあります．
a

d

b c

*36 Planck定数 ℏの現れる文脈では，q = eℏ です．

19



この e と e というのは，左のシートと右のシートを足したら，本来消えてなくなってほしいものです．なの
で，なんとなく e+ e = 0となってほしい．これはたとえ話なんですけど，こういう構造というのは入ってて
欲しい．

+b ce e =

a

d

b ce e =

a

d

b c

[注意] 先生方にはこんな話をしてごめんなさいという感じです．要するにホモロジー群を取りたいという気持ちから来て
います．2つ足して消えて欲しい場合に，こういう構造を入れたりします．

■ホモロジー群 何を考えるかというと，i(S)というものが S によって決まるんですけど，iという固定され
た数だけを持つものを考えます．j についても j(S) = j を満たすものだけを集めます．こういう細分化され
た状態 S の集合を考えます．

Ci,j(D) = Z/2Z[{S | i(S) = i, j(S) = j}]

この係数が嫌ですが，一応定義をします．集合 S に対して，Z/2Z[S]とは，S が Abel群で s+ s = 0とな
るものです*37．何か足し算が入った数の集合を考えているんですけど，役者は全然複雑ではなく，いまは結
び目の絵から決まった，細分化された状態しか出てきません．それを足したり引いたりすることを考える．だ
けど今はもっと簡単に，2つ足したら 0とするので，引き算すらない*38ようなすごく簡単な集合を考えていま
す．引き算がないというのはどういうことかというと 1− 1も 1 + 1も 0ということです．

■質問 Z/2Z[S]は S の部分集合全体ですか？
——はい．集合としては，S の部分集合全体を持ってきたものと一致します．

この集合 Ci,j(D)に対してさらに，オペレーション dというものを入れていきます．これは j を止めて iを
1個だけ増やす写像（関数の一般化）で，d : Ci,j(D) → Ci+1,j(D)と書かれます．
これを一番簡単に理解するにはどうするかというと，記法を定義します．左回りにしていたものを 1，右回
りのものを xと表します．

1 x

こうしておいて，ある交点 1つだけ壊し方を変えます．壊し方はマーカーといって，その対に沿って壊す．
左右に開くのと上下に開くのとを，このように線で書いておきます．そして縦に壊す方を S, 横に壊す方を T

として，細分化された状態というものを T という記号を使って書いてみます．するとどんな感じになるかと
いうと，次のような場合しかないことが分かります．

*37 慣れないと記号が見づらいですが，この式は「Z/2Zと [S]がくっついている」と見ます．そして Z/2Zは 0と 1からなる集合で，
Z/2Z[S]は「S の元に Z/2Zを係数で付けて，足し算を形式的に考える」という意味です．

*38 「2で割った余り」で整数を考えると，2 = 0となります．この両辺から 1を引くと 1 = −1となるので，引き算は足し算と同じ
になります．

20



S

(
= or

)
T

(
= or

)

点線で書いているところは「繋がっていますよ」という意味です．嫌な人は放物線でぐっと繋げてしまって
もいいです．で，これを見たときに，1交点だけ壊し方を変えるとしてください．このときラベルの行き先を
全部書いてみます．ベクトルとか書きたくなるのですが，ぐっと我慢をして書きます．(x, x)ペアは 0, (x, 1)

ペアは xに行きます．(1, x)は (x, 1)の 180度回転だから同じ xに行き，(1, 1)は 1に行きます．

x x 7→ 0, x 1 7→ x , 1 x 7→ x , 1 1 7→ 1 .

縦に壊す方も行き先を書いてみます．xと 1の行き先がそれぞれ

x 7→
x

x
1 7→

x

1

+
1

x

です．縦に書いたラベルと横に書いたラベルは，それぞれこの円周のところに書き込むような形になります．
そうすると，全てのパターンが決まります．
この肝は何かというと，実は j を動かしていないということに思い至るわけですね．たとえば xと 1だっ
たら，元の回転数の和は +1と −1で 0で，これを 1個の xに押し込んで τ を −1している．ですけど，先ほ
どやったように，縦で壊すと A, 横で壊すと A−1 がかかるのが大事なところです．もしくは上の式変形を見
て，iというものが 1個だけかわると，τ というものも 1個だけ増えることが見てとれます．そこで帳尻が合
うわけです．だから (1, x)の行き先で j は −1と 1で変化しないわけですが，iは 1だけ増えている．式を眺
めて i(S)と j(S)を眺めると，このことに思い至る．そのようにして作っていきます．j(S)が変わらないよ
うにして，i(S)だけ 1増えるように作る．
[注意] 先生方に申し上げますと（可換）Frobenius代数というのがあって，その構造が TQFTと 1 : 1に対応している
ものですから，その由緒正しい構造から導き出されるということになります．初等的に試してみると，このようにして作
られることになります．

■Khovanovホモロジー このペアを書いたので，di(S)を次のように作ります．(S, T )ペアというのは数学
的にあまり厳密な書き方じゃないんですが，さっきのリストに載っているものとしてください．これで

di(S) =
∑
(S,T )

T

とします．1 + 1 = 0のケースで作っていますけど，本当は整数係数で作られます．その話をすると長くなっ
てしまうので，ここでは一番簡単なバージョンをやります．
これは di+1 ◦ di = 0を満たす．この証明は非自明です．たくさんの場合分けをしなければなりません．こ
ういった構造があると，ホモロジーという概念が出てきます（これは iが上がるのでコホモロジーというもの
なのですが）．Hi(C∗,j(D), d)と書かれる Abel群（足し算の入った集合）が取れます*39．これがKhovanov

ホモロジーというものです．

*39 Hi(C∗,j , d)の定義は後で出てきます．
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■質問 どれくらい場合分けをするんですか？
——2通りの交点の交わり方を全部考えます．それだけです．大きく分けると 5通りなんですけど，5通
りに xと 1のラベルの貼り方が出て計算の場合分けが増えてきます．たとえば正の交点・負の交点が

のように繋がっている場合，仕方が無いので x x x と取るなど 8通り．そういった計算を全部し
ます．ですがテンソル積というありがたいものを使うと，そんな難しくないということになります．

■質問 これは iが増えるからコホモロジーじゃないんですか？
——それは非常に重要な質問で，最初コホモロジーと呼ばれていました．ですが，ある「関手性」というも
のを考えると，ホモロジーと言った方が良いのではないかとなりました．C を違う C ′ に対応させる関手と
呼ばれる概念があって，それと逆向きの対応ができる「反変」というときにコホモロジーというんですね．
しかし Khovanovホモロジーはそのまま同じ向きに対応させ，双対を取ってるわけではないので，ホモロ
ジーと呼ぼうということで落ち着きました．共変関手ですから「みなさんホモロジーとしましょう」とな
りました．

■質問 ホモロジーにするなら添字が下の方が自然じゃないですか？
——えーとですね，まず数学的理由ではないかもしれませんが，Khovanov先生が最初に発見したとき上
に付けてた*40というのがあります．
数学的には，さっき考えたブラケット多項式というのが実は，今の式変形（つまり Jones多項式でやっ

たのと同じ計算）をすると，iが一つ下がる方になります．まさにホモロジーです．しかし Jones多項式を
作るとき，補正して係数を変えましたよね．そのせいでコホモロジーになっちゃいました．そればっかり
はどうしようもありません．
ある categorificationの専門家は「次数を全部マイナスにすればいいじゃないか」というお話をなされま

したが，それは偉い先生達に恐れ多いのでやめました．でも誰かがやり出せば，多分そうなると思います．

いよいよ Khovanov の定理を書きます．先ほど Jones 多項式を考えたとき同じく，DK には向きが付い
ています．Hi,j(DK) が DK に依らないので，トポロジー的な不変量を与えます．これは 2000 年に Duke

Mathematical Journalという雑誌に掲載されました．

定理 3 [Khovanov2000]. 結び目 K から 1つ選んだ正則射影図 DK の Hi,j(DK)は，DK の取り方に依
らない．よって，これを Hi,j(K)と表して良い．そしてこのとき

J(K) =
∑
i,j

(−1)iqj dimHi,j(K)

が成り立つ．

*40 [Khovanov2000]
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実は Jones多項式の係数は，符号を除いて，ある空間の次元になっている．これを qj にかけて符号を付け
て足し合わせる．このように，Jones多項式が一般化されているんです．
[注意] 「Z/2Z係数で dimって書いていいのですか？」って思うかもしれません．本当は rankと書くべきで，専門家で
も注意して rankと dimを使い分けています．組合せ論の人は「dimと書いても紛れがないじゃないか」と dimを使った
りするので，今日は dimを使いました．自由な生成元の個数を dimとしておきます．分野によっては rankと書くことが
多いです．Abel群の基本定理から rankというものが決まります．Z/2Z係数だから rankの意味についても色々言わな
きゃいけないのですが……今日はちょっと省略します．

この様子を，ほどけた結び目でどうなってるか計算してみましょう．1個しか交点がないんですが，それで
も十分な場合に分かれます．

例 4. 交点数 1の次の結び目を考えます．正の交点が 1個だけあるので w = 1です．

i = 0 のときは，1 − 1 = 0．i = 1 のときはまた違う感じの図が出ます．さっきの図とにらめっこしま
すと，掛け算をしてやると x 1 が x , 1 x が x に行き， 1 1 が 1 になります．
x x は 0です．なんで 0になるんですかというと先ほどの「j を保って iを増やす操作がない」から
です．とにもかくにも，居ないところは 0です．

0

i = 0

x x

x 1

1 x

1 1

i = 1

0

x

1

0

これのホモロジー群を計算すると，どんな形になるでしょうか？たとえば 0にいったりする元は生き残
るわけです． x 1 と 1 x は両方とも x にいって， x は 2つ足したら 0になる．だから，
x x と x 1 + 1 x が生き残ります．この 1 1 は消えないので出てこない．だからこ
れはいなくて，2つ生き残ります．空間としては，Z/2Z

[
x x

]
⊕ Z/2Z

[
x 1 + 1 x

]
とな

る．こうすると代数っぽくなります．
j がどうなっているかというと，速く計算するには j = w + i + τ の方がよいですね． x x のと

きは j = 1 + 0 − 2 = −1．次に x 1 + 1 x に行きますと，やっぱり i = 0 なので，今度は
1 + 0 + 0 = 1．前者が H0,−1( )，後者が H0,1( ) という不変量になります．次元はどちらも 1です．
実際に Jones多項式を計算すると J( ) = J( ) = q−1 + q となり，次元にあたる 1と 1が出てきて

います．すごく特別な場合なんですけど，計算がチェックできたことになります．
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[注意] 物理の人はパラメータが入った形を好みます．そこで物理では −1のところをパラメータ tにした

J(K) =
∑
i,j

tiqj dimHi,j(K)

という式を考えます．これはKhovanov多項式という名前がついています．
これは耳にしただけなんですが，基本的にはこうしたトポロジーで連続変形で動かないものを，物理の人は物理量と見
ます．だから物理の人は，ホモロジー群のような代数構造が入ったものというよりは，多項式を見ることを求めます．そ
して，3回足して 0になるとか 4回足して 0になるとか一般化したものがあったとしても，たまたま 2つの粒子が重なっ
て見えているようなものと思います．「あくまで物事が潰れて見えているだけで実は 1 : 1 に対応していて十分拡張した
ら見えるという考え方なんです」とおっしゃっていました．だからトーションと言われる数学的に潰れたものがあったら
「それは数学が十分広がっていないせいであり，物理量にはもう少し自由度があって，まだ十分に一般化されていない」と
考えるみたいなんです．ここまで十分拡張してきてはいるんですが．
余談� �
コバノフは，英語読みです．ご本人は「英語ではコバノフで構わない」という感じでおっしゃるのです
が，ロシア語で Khが「ホ」にあたるので，なるべくホバノフと呼んでいます．最初は大体の人がコバノ
フと呼んでいましたが，最近ではホバノフと呼ぶのが一般的になりました．� �

3.3 主結果とその応用
■チェイン・ホモトピーの構成 さらに不変性について，ちょっとくらい言っておいた方がいいと思います．
DK の取り方に依らないことを示すには，type Iの変形で不変なことをいって，さらに type II, type IIIでも
変わらないことをいいます．ねじれたものを D′, それを RIでほどいたものを D とすると，次のような ρI と
いう写像が出てきます．

ρI : C
i,j
( )

→ Ci,j
( )

xx 7→ xx , x1 7→ 1x + x1 , 他 7→ 0

[注意] 先生方に申し上げると，レトラクションというものを考えています．

学生さん向けにいうと何か D′ という，ホモロジーを取るときに潰れてしまうパートがあります（C(D′) =

C ′ ⊕Ccontr）*41．これがはっきり分かれる直和というものなんです．先ほど dというのがあったんですが，そ
れを適用しても変わらない空間というのがあって，分割されていることが示せます．それにこの ρI というの
を当てる．すると「片割れ C ′ だけ生き残ります」ということが証明されて，これは同型 ψ というもので一回
ひねりを取ったものに移せます．「そういったものを構成すると何が良くなるんですか」というと，ここから
C(D′) → C → C(D) → C ′ ↪→ C(D′)という写像が作られます．これを別の見方をすると，全く変えていな
い恒等写像 idというものとホモロジー上で同じになります．

C(D′) C(D′)

C ′ C(D) C ′

id

ρ

ψ ψ−1

incl

*41 “contr”は contractibleの略です．
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実は H というホモロジーの見方で見ると「これを全部合成したものと idというものが一致しますね」という
ことが言えさえすれば，この ρI と書いたところも全部同型だと言えます．同型と同型の合成は同型だから，
H を取ったときに両辺が一致しますよ，ということを考えています．
こういったことを示すには何を言えばいいかというと，h ◦ d+ d ◦ h = id− incl ◦ ρということを示せばよ
い．これは頑張って直接示します．hは何かというと，hは 1つ iを戻すんです．

hI : C
i,j
( )

→ Ci−1,j
( )

p 7→ 1p (p = 1, x), 他 7→ 0.

そうしますと hは上の式を満たします．すると，ホモロジー群というのは行き先で作った Abel群というもの
で 0にいってしまうものの前で割っていることから，それを保つように写してくれると保証してくれます．

■チェイン・ホモトピーの一般論 式で書いちゃった方が分かりやすいので式で書きます．いま f とか g

とかいうのは，d ◦ f = f ◦ d かつ d ◦ g = g ◦ d を満たす，性質の良いものとします．根本的にですね，
h ◦ d+ d ◦ h = f − g となれば f − g = d ◦ h(c) ∈ Im dです．f

(
d(c)

)
= d

(
f(c)

)
から，f

(
d(c)

)
も Im dに

入ります．さらに f
(
d(c)

)
= d
(
f(c)

)
から f(c)も, dを当てると 0に行くものの中（コサイクルの集合 Z）に

入っています．h ◦ d+ d ◦ hというのがこのようなものを満たすとしますと，f と g が H に誘導する写像が
一致します．すなわち idというのと，大分悪さをした ρと inclの合成が H では一致してしまうことが言え
てしまいます．なので，この hを見つけてくるのがとても大事です．

■RI 不変性に寄与するチェイン・ホモトピー 実はこれはちゃんとした業績になっておりまして，ρI と hI

というのは Oleg Viro という人が見つけてきました．Khovanov 先生が全く別のアプローチで RI 不変性を
示している一方，Viro先生はこのような「分配関数から Jones多項式を作る」とでも言えるようなやり方で
Khovanovホモロジーを構成しています．そこでは次のようにしています．これは 2004年です．

定理 5 [Viro2004, section5.6&5.7]. Reidemeister IでHi,j(DK)が不変であることを示すホモトピー hI,

ρI が具体的に構成できる．

今回の話の構成は Viro先生のものに基づいています．
残りの type IIとか type IIIは，ちょっと考えれば分かるように，この絵に現れるもの全てを考えなければ
なりません．コンピュータを使えばいいと思うのですが，コンピュータを使っても自由な変数が山ほど出てき
てしまって困ります．なので幾何的な状況から追い詰めなければいけない．追い詰めましょう．
まず type IIに対する hII, ρII を与えましょう．hは次のようにします．

hII : 7→ 1 , x 7→ , 他 7→ 0
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レトラクション ρはもう少し激しくなります．次の図で p, q というのは，xか 1のどちらかです．潰れた
complexを書くために対への方向をつけなきゃいけなくて，このようなものを考えます．

ρII : p q 7→ p q + 1

p:q

q:p

, x

p

q

7→ p : q q : p + 1

(p, q):(q, p)

(q, p):(p, q)

1 , 他 7→ 0

余談� �
2009年当時，この分野では激しい競争がありました．ジャーナル投稿に関して悲劇的なことが容易に
起こりえてしまいました．当時この分野をやっていた人は，本当に，切ない思いをした人がたくさんいた
のではないかと思います．皆さんは，そういったところの競争に直面しなければならないときが来るかも
しれないので，一言申し上げました．
いずれにせよ，充分一般化してこれを出せばよかったのかもしれませんが，当時それだけの余裕が中々
無かったというのが正直なところです．たとえば同じ年でも早いほうに出なきゃいけないというのがあっ
て，それでも出版がずいぶん遅れたりして……．� �
本質的にはどちらの式も同じで「関数 d を適用したときにちゃんと閉じてますよ」という要請から出てき
ます．さらに，切り口が細分化された状態から現れるので，そういうところから情報を得て chain homotopy

mapを構築していくわけです．
hIII, ρIII には，このような式があります．

hIII : 7→ 1 , x 7→ , 他 7→ 0

ρIII : 7→ ,

r

q

p 7→

r

q

p +

r̃

p : q

q : p

1 ,
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ρIII :

r

q

px 7→

r̃

p : q

q : p +

r̃′

1

(q, p) : (p, q)

(p, q) : (q, p) + r : p

q̃

p : r ,

r

q

p 7→

r

q

p ,

他 7→ 0

type IIでは高々 18× 18くらいのそういう図を考えればいいんですが，type IIIを考えるときは 54× 54の
行列とかを考えなくてはいけなくなってしまいます．サイズが 54× 54なので，細かい 5mm単位とかのマス
が入ったシートの中で出来るだけ大きいのを買ってきて，それを 1マス 1マス埋めていくというのを最初はや
りました．また Asaedaさん，Przytycki先生と Sikoraさんという方が，曲面と区間の積に入っている結び目
に対して Khovanovホモロジーを拡張しました*42．その場合にも全く同じ式 hが適用できることも，論文で
示しました．
定理を書いておきます．

定理 6 [Ito2011, Section 2]. Viro による ρI, hI の構成と同様，Hi,j(DK) の不変性に寄与する hII, hIII,

ρII, ρIII が構成できる．また hII と hIII はK ⊂ Σ× I の場合の Hi,j(DK)に適用される．

余談� �
非常に近い学年に開成出身の長尾さん*43という人がいました．長尾さんは，幾何学的表現論に造詣が
深く，その上幅広い知識を有した方でした．物理系の先生（山崎雅人先生）と共同研究を進め，結果的に
結び目の体積予想（村上斉先生–村上順先生）へ近づく，専門家も期待するような業績（長尾–寺島–山崎）
を残しております．当時，近くにいた同世代の私たちは大きな刺激を受けたものです．
また，数学の合宿等で一緒に寝泊まりをした際，卓越した見識や慧眼に，これはとてもかなわない，ま
ともに競ったのでは勝負にはならない，そういう人だと感じたことを思い出します．� �
*42 [Asaeda–Przytycki–Sikora2004]
*43 長尾健太郎 (1982–2013) は，開成高等学校を 2001 年に卒業した，日本の数学者です．胞巣状軟部肉腫という難病により 31 歳
という若さで逝去され，多くの開成関係者，多くの数学者がその早すぎる死を悔やみました．現在では長尾さんを記念し，算数オ
リンピックに「長尾賞」という特別賞が設立されています．また今でも名古屋大学多元数理科学研究科のサーバ上に，長尾さんの
「こんにちは！ 長尾です！」という webサイト http://www.math.nagoya-u.ac.jp/~kentaron/が残っており，生前の仕事を
見ることができます．

27

http://www.math.nagoya-u.ac.jp/~kentaron/


■定理の応用 実はこれをやった当初は，既に示された定理の単なる再証明だから「何の意味があるんです
か？」という話がありました．ですが嬉しいことに，2014年になって応用がありました．何があったかとい
うと，2014年に Audouxという人が量子情報，特に量子 codeに応用されました．エディターは河野俊丈先
生ということです．それは何かというと，Khovanovさんはさっき言ったように，うまく潰れてしまう部分集
合を先に割って証明しているんです．それは非常に cleverなやり方なんですが，量子情報理論というのは，ど
うしても古典を見るだけでは書けない基底，全ての基底を書き尽くす状況を見せなきゃいけません．そこで
「Khovanovさんの証明ではできないけど，Viro先生と僕の ρ, hを使えばできます」という論文*44を書いて
くれて，やっと役に立ったところがあります．僕もすごくびっくりしました．
Milnor予想とかには手が届きませんでしたが，切りがよいので，ここで終わりにします．

4 質疑応答
■質問 いま圏論化でホモロジー作ったじゃないですか．たとえば Jones多項式に関しては，鏡映を取る
操作と tを t−1 に置き換える作用で不変だとかっていう性質がありますよね．そうしたものがホモロジー
で見えたりするんでしょうか？
—— tを t−1 に置き換えたのと同じような感じなんですが，j が −j になります．残念ながら Khovanov

ホモロジーでは，ミュータントな結び目というペアがあって．実は Jones多項式で区別できなかったもの
は，ある localな変形に関しては一致してしまい区別しないことが言えたりするんです．
Kauffmanブラケットって，縦や横の軸に関する回転で対称なんです．なので Jones多項式については

基本的に，そういった回転で対称な図形というのは，とても複雑になっても区別しないという性質があり
ます．似たようなことが Khovanovホモロジーでも成り立つと言えてたりして，そこのところは名前だけ
「ミュータント」と紹介しますが，結び目のミュータントなペアについては Jones 多項式と Z/2Z 係数の
Khovanovホモロジーで区別されない．これは Stephen Wehrliさんが示しています*45．
このWehrliさんは同世代の人で，色つき Jones多項式の圏論化についてものすごく争いました．でもす

ごい難しい問題で，二人とも当時理想とされた形では解けなかったので，何故か仲がいいんです．
一方 Khovanov 多項式が Jones 多項式より真に強いということは，Khovanov さんじゃなくて Bar-

Natan 先生とWehrli さんが独立に言ったんじゃないかと思います．たとえば 51 と 10132 という例*46が
あったりします．

定理 7 [Bar-Natan2002]. J(51) = J(10132)だが，ある iに対して Hi,j(51) ̸= Hi,j(10132)である．

何年か覚えていないんですが，Wehrliさんもそのようなペアを見つけています*47．これらが localな変
形で移り合うかというと実はちょっと分かっていないので，どういったときに Jones多項式より強くなっ
ているかについては，これから研究されます．

*44 [Audoux2014, Theorem 2.3 & Remark 2.3]
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■質問 いまの 10132に対するKhovanovホモロジーや Jones多項式って，どうやって計算したんですか？
——Khovanovホモロジーの方は，計算するプログラムを書いたという論文*48があります．Jonesの方は
何をやったのか…？交点の状態数だけ考えても 210 で，Khovanovホモロジーに至っては 1とか xとかが
付いて…．レトラクションで潰したときの関係式とかを Bar-Natan先生は先に入れて，何となく一致して
いるところは消してしまう．そうするとスマートにこうした計算ができる，といったことを工夫されてい
ます．

■質問 そもそも Kauffman が状態和を考えたんですよね．それがこんなに発展するということは，
Kauffmanが何かパースペクティブを持っていないと，こういう再定義の仕方を思いつかないんじゃない
かと感じたりするんですけど．元のダイアグラムを切って Aとか B とかマーカーをつけるところを行列
と思うべきだというのも，結局，構造がすごい上手くいっていたからですよね．それは，専門家の人には
はじめから見えていた感じなんですか？
——いやー，どうなんでしょう．Kauffmanはむしろ Tait予想*49というのを解くため，最小交点数を交代
結び目というクラスに対して決定するとき，ブラケット多項式を導入しています．「そういった minimum

なものを捕まえるには，Jones多項式の最大次数と最小次数の差を取る」というのが，Kauffmanブラケッ
トを定義した論文に書いてあります*50．ですけど，まさかここまで発展するというのは，見えていたとは
ちょっと僕には思えない．あまりにも上手くいっている．Bar-Natan先生は，「Kauffmanブラケットに感
謝する」と論文の最初に書いていたり*51します．むしろ Khovanov さんの師匠の Frenkel 先生が，こう
いった Frobenius代数の構造が見えていて，そういったことをちゃんと見抜いていたのかなあ．
あとはやはり，3 次元や 4 次元のインスタントン理論．そちらの方が先に Chern–Simons 理論として

あって，対応するもの，つまり「dimensionを数えてトポロジカルな不変量が出ることがあるんじゃなか
ろうかという期待・見方」があって，そういうのが出てきたのかなと思っています．

*45 [Wehrli2010]
*46 ここで 51 や 10132 は，結び目カタログ [Rolfsen2003, Appendix C]に掲載されている結び目の番号です．大きい数字が交点数
で，下付き添字が「その交点数の中で何番目か」を表しています．以下に [Rolfsen2003, Appendix C] の図を引用します．

*47 [Bar-Natan2002]では，Wolfram Mathematicaで書かれたプログラムを使い，Khovanovホモロジーと Jones多項式を直接計
算しています．これに対し [Wehrli2007, Theorem7]の議論は間接的です．2つのトーラス結び目を材料として上手く作られた 2

種類の絡み目に対し「ミュータントな対だから Jones多項式が一致すること」と「Poincaré多項式を計算すると，Khovanovホ
モロジーが一致しえないこと」を示しています．

*48 [Bar-Natan2007]
*49 カタカナで書くと「テイト予想」になってしまうのですが，代数幾何学で有名な Tate予想とは別物です．
*50 [Kauffman1987, Proposition 2.9]
*51 [Bar-Natan2007]の冒頭に「我々に 7→ A +A−1 を与えし Lou Kauffmanへ」と書いてあります．
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